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Capitolo 1

Introduzione

E’ nella natura umana trovare strutture regolari nel mondo che ci circonda. Gli uomini vedono
schemi dove non ce ne sono, gli occhi scompongono spontaneamente i dati cercando di trovare
dentro di essi delle ripetizioni, delle strutture note, semplici o familiari. L’uomo aborra l’incertezza,
l’irregolarità e l’imprevedibilità ignorando le informazioni contraddittorie. Fu così che cominciò
l’indagine di come variano i prezzi nella finanza moderna.

E’ un edificio, quello della finanza moderna, che poggia le sue radici nella matematica del caso e
della statistica secondo cui i prezzi di un’azione o di un prodotto finanziario non sono prevedibili
ma l’oscillazione può essere descritta dalle leggi matematiche del caso. Il padre di questa visione fu
Bachelier che, agli inizi del XX secolo, interpretò il mondo finanziario come un insieme di prezzi che
salgono e scendono con uguale probabilità, secondo un rumore bianco gaussiano: se si allineassero
tutte le variazioni dei prezzi su carta millimetrata, secondo Bachelier, l’istogramma formerebbe una
curva a campana nota. Da allora, complice l’origine astronomica dell’analisi gaussiana, si è voluto
vedere una tale legge anche nel mercato finanziario, attribuendo spesso al caso il ruolo di capro
espiatorio di investimenti sbagliati. Tuttavia la finanza è semplicemente una scatola nera coperta da
un velo: i meccanismi interni non sono visibili, la maggior parte delle volte gli input economici sono
nascosti (possono essere dati economici imprecisi, notizie contrastanti o inganni veri e propri) e la
curva a campana non è il modo migliore per misurare il rischio in un mercato azionario.

La caratteristica principale dei mercati finanziari, unica nel suo genere, è la previsione: un prezzo
di un’azione non sale per le buone notizie che arrivano dall’azienda ma perchè una previsione di
guadagno rende appetibile l’azione agli investitori che verranno spinti a comprare. È tutta una
questione psicologica e il massimo che si può fare in tale circostanza è valutare la probabilità che
si verifichi l’evento desiderato: usare gli strumenti della probabilità non vuol dire che il mercato
della finanza sia dominato dal caso. Questa caratteristica va di pari passo con un altro concetto
fondamentale: il rischio. Secondo Markowitz, la gente reale pensa a diversificare gli investimenti
giudicando quanto è rischiosa un’azione e non considera solo il potenziale profitto. Da qui nasce
l’idea di creare un portafoglio di azioni, il più possibile scorrelate, in modo che produca il massimo
profitto con il minimo rischio (portafoglio efficiente). L’idea si diffuse ben presto perchè Markowitz
tradusse redditività e rischio di un’prodotto finanziario in termini matematici semplici: media e
varianza mentre per la correlazione si poteva ricorrere a semplici strumenti probabilistici.
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Capitolo 2

La vecchia visione

In questo capitolo vogliamo mostrare l’intuizione che sta alla base della finanza moderna: i prezzi
salirebbero e scenderebbero secondo un moto Browniano. Vediamo di capire cos’è e come si comporta.

2.1 Dalla passeggiata aleatoria simmetrica al moto Browniano

Il nostro obiettivo è, innanzi tutto, costruire il moto Browniano che è un modello continuo. Per
semplicità, ci mettiamo nell’ipotesi monodimensionale (n = 1) e lo ricaveremo come limite di
un processo stocastico, denominato passeggiata aleatoria (random walk), che è invece un modello
discreto.

Calcoli preliminari

Nella nostra passeggiata aleatoria, una ipotetica particella di massa unitaria è in moto lungo una
retta (l’asse x), secondo le regole che ora andiamo a descrivere. Fissati un passo di lunghezza h e un
intervallo di tempo di durata τ , le regole del nostro cammino sono:

• in un tempo τ la particella si muove di passo h, partendo da x = 0;

• essa si muove a destra o a sinistra con probabilità p = 1
2 , in modo indipendente dal passo

precedente.

All’istante t = Nτ , ovvero dopo N passi, la particella si troverà in un punto x = mh, dove N è
un intero naturale e m un intero relativo.

Poniamoci ora il seguente problema: calcolare la probabilità p(x, t) che la particella si trovi in x
al tempo t.

Calcolo di p(x, t)

a) Sia k intero, 0 ≤ k ≤ N . Il numero di cammini con k passi a destra e N − k passi a sinistra è:

CN,k =
(
N

k

)
=

N !
k!(N − k)!

b) Deve essere
m = k − (N − k)

per cui

k =
1
2

(N +m).

Osserviamo che N ed m hanno la stessa parità (entrambi pari o entrambi dispari).
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c) Il numero dei cammini possibili è 2N , e quindi

p(x, t) =
CN,k
2N

, x = mh, t = Nτ, k =
1
2

(N +m).

Per passare al continuo dobbiamo far tendere a 0 sia h che τ . Se desideriamo costruire una
copia continua e fedele della passeggiata aleatoria, occorre isolare alcuni parametri che riteniamo
caratteristici e mantenereli inalterati nel passaggio al limite. Due parametri naturali sono:

• la media (o valore atteso) di x dopo N passi = 〈x〉 = 〈m〉h

• il momento secondo di x dopo N passi = 〈x2〉 = 〈m2〉h2

La quantità
√
〈m2〉h rappresenta la distanza media dall’origine dopo N passi.

Una funzione generatrice

Dai calcoli in a), b), c) segue che la funzione

G(s) =
1

2N

N∑
k=0

CN,ks
k =

1
2N

(1 + s)N

è la funzione generatrice delle probabilità della variabile che sopra abbiamo indicato con k, e cioè
del numero di cammini con k passi a destra. Ricordiamo che la seconda uguaglianza deriva dalla
formula del binomio

(a+ b)N =
N∑
k=0

CN,ka
N−kbk.

Osserviamo ora che

G′(s) =
1

2N

N∑
k=1

kCN,ks
k−1 =

N

2N
(1 + s)N−1,

e perciò, usando le due espressioni di G′,

G′(1) =
1

2N

N∑
k=1

kCN,k = 〈k〉 =
N

2
.

Inoltre

G′′(s) =
1

2N

N∑
k=2

k(k − 1)CN,ksk−2 =
N(N − 1)

2N
(1 + s)N−2

e quindi, usando le due espressioni per G′′:

G′′(1) =
1

2N

N∑
k=2

k(k − 1)CN,k = 〈k(k − 1)〉 = 〈k2〉 − 〈k〉 =
N(N − 1)

4

da cui
〈k2〉 =

N(N − 1)
4

+
N

2
=
N(N + 1)

4
.

Ricordando che m = 2k −N , dai calcoli appena svolti si ricava

〈m〉 = 4〈k2〉 − 4N〈k〉+N2 = N2 +N − 2N2 +N2 = N

da cui √
〈x2〉 =

√
Nh (2.1)

La 2.1 ci dice che, dopo Nτ istanti, la distanza dall’origine è dell’ordine di
√
Nh: ciò significa

che la scala temporale è dell’ordine del quadrato della scala spaziale. In altri termini, se si vuole
lasciare tutto invariato, occorre riscalare il tempo come il quadrato dello spazio. Ricaviamo ora
un’equazione alle differenze per p(x, t).
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2.1.1 Il moto browniano

Nel valutare p(x, t) teniamo presente che la nostra particella si muove ad ogni passo in modo
indipendente dal cammino percorso precedentemente. Se essa si trova in x al tempo t+ τ , significa
che, al tempo t, si trovava o in x−h o in x+h con ugual probabilità. Per il teorema delle probabilità
totali è valida la realzione:

p(x, t+ τ) =
1
2
p(x− h, t) +

1
2
p(x+ h, t) (2.2)

con le condizioni iniziali
p(0, 0) = 1 e p(x, 0) = 0 se x 6= 0

che ricordano quelle della soluzione fondamentale dell’equazione del calore ut −Duxx = 0:

ΓD =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt ; x ∈ R, t > 0. (2.3)

Fissati ora x e t, vogliamo ora esaminare cosa succede se passiamo al limite per h→ 0 e τ → 0. La
funzione p(x, t) sarà definita su tutto R× (0,∞) e non solo nei punti (mh,Nτ). Dopo il passaggio al
limite, inoltre, ci troveremo con una distribuzione continua di probabilità e quindi p(x, t) dovrebbe
essere nulla in ogni punto. Ma se interpretiamo p come densità di probabilità l’anomalia scompare.

Supponendo p differenziabile quanto occorre, possiamo scrivere, sviluppando in serie di Taylor

p(x, t+ τ) = p(x, t) + pt(x, t)τ + o(τ)

p(x± h, t) = p(x, t)± px(x, t)h+
1
2
pxx(x, t)h2 + o(h2) (2.4)

Sostituendo nella 2.2, dopo alcune semplificazioni si ottiene

ptτ + o(τ) =
1
2
pxxh

2 + o(h2)

e, dividendo per τ ,

pt + o(1) =
1
2
h2

τ
pxx + o

(h2

τ

)
. (2.5)

Nell’ultima equazione ritroviamo la combinazione h2

τ . Se vogliamo ottenere qualcosa di sensato,
quando h, τ → 0, occorre che il rapporto h2/τ si mantenga finito e positivo. Assumiamo dunque che

h2

τ
= 2D (2.6)

(dove il 2 ha ragioni puramente estetiche). La costante positiva D è precisamente il coefficiente di
diffusione. Per come li abbiamo costruiti (da 2.1 e definizioni precedenti) si può scrivere:

h2 =
〈x2〉
N

τ =
t

N

e quindi
h2

τ
=
〈x2〉
t
.

Dalla 2.6, si deduce 〈x
2〉
t = 2D, che significa: nell’unità di tempo la particella diffonde ad una distanza

media di
√

2D. Vale la pena di notare che le dimensioni di D sono

[D] = [lunghezza]2 × [tempo]−1.
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Come conseguenza, la combinazione x2

Dt è adimensionale. Sempre dalla 2.6 ricaviamo

h

τ
=

2D
h
→∞

e cioè che la velocità h
τ , con la quale la particella effettua ogni passo, diventa infinita. Il fatto, quindi,

che la particella diffonda ad una distanza media finita nell’unità di tempo è dovuto alle continue
fluttuazioni del suo moto. Passando al limite nella 2.5 si ottiene per p l’equazione del calore

pt = Dpxx

e le condizioni iniziali diventano
lim
t↓0

p(x, t) = δ.

L’unica soluzione è data dalla soluzione fondamentale dell’equazione di diffusione (2.3)

p(x, t) = ΓD(x, t).

Che cosa è diventata la passeggiata aleatoria? Indichiamo con xj = x(jτ) la posizione raggiunta
dopo j passi e poniamo, per j ≥ 1,

hξj = xj − xj−1.

Le ξj sono variabili aleatorie indipendenti ed identicamente distribuite: valgono 1 o -1 con probabilità
1
2 . Hanno media 〈ξj〉 = 0 e varianza 〈ξ2j 〉 = 1. Lo spostamento effettuato dalla particella dopo N
passi è

xN = h
N∑
j=1

ξj .

Se scegliamo h =
√

2Dt
N , cioè in modo che h2

τ = 2D, e passiamo al limite per N →∞, il teorema
centrale del limite assicura che xN converge in legge ad una variabile aleatoria X = X(t), che ha una
distribuzione normale con media 0 e varianza 2Dt, la cui densità è ΓD(x, t). La passeggiata aleatoria
è diventata un cammino continuo; nel caso D = 1

2 , essa si chiama moto browniano o processo di
Wiener unidimensionale.

Proprietà 2.1. Indicando con B = B(t) la posizione (aleatoria) di una particella che si muove di
moto Browniano, la formula forse più interessante è dB ∼

√
dtN(0, 1) = N(0, dt). E’ un risultato

dovuto ad Einstein che, per l’appunto, dimostrò che la distanza media percorsa di una particella
aumenta in ragione della radice quadrata del tempo trascorso.

2.2 Un’equazione differenziale stocastica

E’ sembrato ragionevole assumere che il prezzo di un bene, che indichiamo con S, evolva in maniera
non deterministica. Il modello per S deve infatti tenere conto dell’arrivo di nuove informazioni,
prevedibili o meno, che possano modificarne il prezzo. Assumiamo l’ipotesi di efficienza del mercato,
riflessa nelle seguenti condizioni:

• il mercato risponde immediatamente a nuove informazioni sul bene: ciò presuppone un modello
d’evoluzione continuo;

• la storia passata è interamente riprodotta nel prezzo attuale, che non dà ulteriori informazioni:
equivale a richiedere che un cambiamento dS nel prezzo abbia una proprietà di Markov, come
il moto browniano.
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Più che per dS, è significativo un modello per cambiamenti relativi di prezzo e cioè per dS
S (che

si chiama rendimento o return e che ha il pregio di essere adimensionale). Ipotizziamo che dS si
possa scomporre nella somma di due termini:

• un termine deterministico, e quindi prevedibile, che dà al rendimento il contributo µdt, dovuto
alla crescita media µ (drift) del prezzo del bene. Assumiamo che µ sia costante. Se ci fosse
solo questo termine avremmo

dS
S

= µdt

e, di conseguenza, d logS = µdt, che dà la crescita esponenziale

S(t) = S(0)eµt;

• un termine stocastico, che tiene conto degli aspetti aleatori legati all’evoluzione del prezzo e
dà il contributo

σdB

dove dB è l’incremento di un moto browniano, con valore atteso zero e varianza dt. Il
coefficiente σ, che assumiamo costante, prende il nome di volatilità del prezzo e misura la
deviazione standard del rendimento.

Riunendo i contributi, si trova
dS
S

= µdt+ σdB. (2.7)

Le dimensioni fisiche dei vari termini sono:

[µ] = [tempo]−1, [σ] = [tempo]−1/2.

La 2.7 è una equazione differenziale stocastica. Per risolverla si potrebbe essere tentati di scrivere,
come prima,

d logS = µdt+ σdB

ed integrare tra 0 e t, ottenendo

log
S(t)
S(0)

= µt+ σ(B(t)−B(0)) = µt+ σB(t)

ma questo non è corretto. La presenza del termine di diffusione σdB impone l’uso della formula di
Ito che è una formula per il differenziale stocastico di una formula composta.

2.3 La formula di Ito

Vogliamo approfondire il perchè un’equazione differenziale stocastica non può essere integrata come
quelle deterministiche. Sia B = B(t) il solito moto browniano. Un processo di Ito è un processo
X = X(t) che soddisfa un’equazione differenziale stocastica del tipo

dX = a(X, t)dt+ σ(X, t)dB (2.8)

dove a è il coefficiente di deriva (drift) e σ quello di diffusione. Se σ fosse nullo, l’equazione sarebbe
deterministica e le traiettorie si calcolerebbero con i soliti metodi dell’analisi. Inoltre, data una
qualunque funzione abbastanza regolare, F = F (x, t), potremmo facilmente calcolare il tasso di
variazione di F lungo le traiettorie dell’equazione: basterebbe calcolare

dF = Ftdt+ FxdX = {Ft + aFx}dt.
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Esaminiamo ora il tasso di variazione nel caso σ non nullo; il calcolo precedente non fornisce
tutto il differenziale di F . Infatti, usando la formula di Taylor, si ha, ponendo X(0) = X0:

F (X, t) = F (X0, 0) + Ftdt+ FxdX +
1
2

{
Fxx(dX)2 + 2FxtdXdt+ Ftt(dt)2

}
+ . . . .

Il differenziale di F lungo le traiettorie di 2.8 si ottiene selezionando nella formula precedente i
termini lineari rispetto a dt e dX. Troviamo quindi i termini

Ftdt+ FxdX = {Ft + aFx}dt+ σFxdB.

I termini 2FxtdXdt + Ftt(dt)2 non sono lineari rispetto a dt e dX e perciò non entrano nel
differenziale. Ma controlliamo il termine in (dX)2. Sempre formalmente, si ha:

(dX)2 = [adt+ σdB]2 = a2(dt)2 + 2aσdBdt+ σ2(dB)2.

Mentre gli altri termini sono di ordine superiore, il termine σ2(dB)2 è di ordine esattamente
σ2dt.

Ciò è, in ultima analisi, ancora una conseguenza del fatto che dB ∼
√

dtN(0, 1).
Il differenziale di F lungo le traiettorie di 2.8 è dunque dato dalla seguente importante formula

di Ito:

dF =
{
Ft + aFx +

1
2
σ2Fxx

}
dt+ σFxdB.

Osserviamo, inoltre, che la formula di Ito associa all’equazione differenziale stocastica l’operatore
differenziale alle derivate parziali

L = ∂t +
1
2
σ2∂xx + a∂x.

2.4 La soluzione dell’equazione

Ora abbiamo gli strumenti per risolvere la 2.7. Scegliamo F (S) = logS. Essendo

Ft = 0, FS =
1
S
, Fss = − 1

S2

la formula di Ito dà, con X = S, a(S, t) = µS, σ(S, t) = σS:

d logS =
(
µ− 1

2
σ2
)

dt+ σdB.

Adesso si può integrare tra 0 e t, ottenendo

logS = logS0 +
(
µ− 1

2
σ2
)
t+ σB(t)

essendo B(0) = 0. La variabile aleatoria

Y = logS

ha perciò una distribuzione normale con media logS0 + (µ− 1
2σ

2)t e varianza σ2t. La sua densità di
probabilità è pertanto

f(y) =
1√

2πσ2t
e−

(
y−log S0−

(
µ− 1

2σ
2
)
t

)2
2σ2t .

La densità di S è data allora dalla formula

p(S) =
1
S
f(log(S)) =

1

S
√

2πσ2t
e−

(
log S−log S0−

(
µ− 1

2σ
2
)
t

)2
2σ2t

che definisce la distribuzione lognormale.
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Capitolo 3

I Presupposti del Modello Standard

Una delle ipotesi più forti che si fanno sul mercato è che sia efficiente: un mercato finanziario è un
gioco tra un compratore e un venditore che si compensano l’un l’altro. In ogni momento il prezzo di
un’azione deve essere necessariamente quello giusto. Compratore e venditore possono avere opinioni
diverse (il primo spera in un rialzo il secondo in un ribasso) ma concordano sul prezzo poichè riflette
la miglior ipotesi complessiva del mercato, date le informazioni disponibili in quel momento in merito
al rendimento dell’azione. Se tutto ciò fosse vero battere il mercato sarebbe impossibile. Perchè,
tuttavia, la gente si ostina a “giocare” in questo mondo? Perchè la pratica non segue la teoria.

Il modello finanziario standard si basa su dei presupposti sbagliati. Qualsiasi modello distorce
naturalmente la realtà poichè si sofferma solo su alcuni aspetti. Il buon senso e l’esperienza ci mostrano
come i presupposti di questo modello siano semplicemente assurdi, se considerati singolarmente.

Le persone sono razionali e mirano a diventare ricche

Teoria. Quando una persona dispone di tutte le informazioni riguardanti un’azione o un’obbliga-
zione prenderà l’ovvia decisione razionale che porta al massimo grado possibile di ricchezza e felicità
che massimizza l’utilità e spingerà rapidamente i prezzi al loro livello corretto.

Pratica. Le persone non sono sempre razionali e interessate soltanto al proprio tornaconto. Esistono
anche gli errori di valutazione, di calcolo delle probabilità e l’influenza delle emozioni. Supponiamo
di porre una persona di fronte alla scelte seguenti:

• lanciare in aria una moneta vincendo 200 euro se viene testa e 0 euro se viene croce, oppure
guadagnare 100 euro senza giocare: la maggioranza vuole il guadagno sicuro;

• lanciare in aria una moneta perdendo 200 euro se viene testa e 0 euro se viene croce, oppure
perdere 100 euro senza giocare: la maggioranza affronta il rischio.

I giochi descritti sono speculari quindi la scelta dovrebbe essere la stessa. Per la persona reale,
irrazionale, con idee diverse sui concetti di vincita e perdita i due casi sono molto diversi.

Tutti gli investitori sono uguali

Teoria. Disponendo delle stesse informazioni, tutti dovrebbero prendere le stesse decisioni. Anche
se la ricchezza può variare da un individuo all’altro, nessuno è abbastanza ricco o potente da
influenzare i prezzi: essi vengono accettati e non stabiliti. I prezzi sono come le molecole di un
gas perfetto, idealizzato, della fisica: identiche ed individualmente trascurabili. Da ciò deriva il
presupposto che descrivendo un investitore si possano descrivere tutti i soggetti.
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Pratica. Le persone non sono tutte uguali, anche se venissero tralasciate le differenze di ricchezza.
In particolare supponiamo che esistano solo due tipologie di persone che operano sul mercato:

• i fondamentalisti: è il comportamento di chi crede che ogni azione o valuta ha un proprio
intrinseco valore e verrà venduta solo al raggiungimento di esso;

• i chartist: è il comportamento di quelle persone che cavalcano il rialzo.

Ebbene, interagendo, queste due categorie non farebbero altro che gonfiare i prezzi per poi assistere ad
un crollo del mercato. Nella realtà ogni persona che opera sul mercato ha un proprio comportamento
rendendo ancora più complicata la situazione.

Gli investitori, poi, non sono tutti uguali: un anno di forti ribassi, con la possibilità di perdere
circa un terzo del capitale, farebbe scappare gran parte delle persone che hanno investito: alcuni per
mancanza di capitali altri per paura. Ciò che si teme, nel mondo finanziario, è la rovina finanziaria
che, seguendo la curva a campana, avrebbe solo 10−20 probabilità che si verifichi contro 1/10 o 1/30
di un modello che tenga conto delle variazioni selvagge. In pratica, seguendo il modello standard, è
più probabile che un meteorite cadi sulla nostra testa piuttosto di andare in bancarotta!

Un’altro concetto che cambia da persona a persona è il concetto di valore. Ogni persona dà un
valore ad un bene in base a considerazioni oggettive e soggettive. Un’azienda può avere valore per
una persona in base al fatturato, ai beni posseduti, all’importanza dell’azienda e in base anche ad
altri parametri, non tutti ovvi.

La variazione dei prezzi è praticamente continua

Teoria. La quotazione dei titoli o dei tassi di cambio non salgono e scendono di diversi punti in un
colpo solo: si muovono in maniera regolare da un punto al sucessivo seguendo il detto Natura non
fecit saltum. In questo contesto le formule di Bachelier, Black - Scholes e Sharpe sono valide.

Pratica. L’assundo non è vero e le forumle citate non sono vere. Nella realtà i prezzi fanno salti
trascurabili o significativi:

• trascurabile: i mediatori sono soliti quotare i prezzi in numeri tondi facendoli terminare con le
cifre 0 e 5 (che dovrebbero invece rappresentare solo il 20% delle possibilità);

• significativo: spesso gli ordini di vendita e di acquisto non coincidono. La conseguenza è
che il mercato fa indigestione e gli operatori devono aumentare o ridurre le quotazioni per
raggiungere l’equilibrio. Operatori speciali sono autorizzati anche ad intervenire sul mercato
per “preservare la regolarità del mercato”.

I prezzi cambiano seguendo un moto Browniano

Teoria. E’ una teoria presa in prestito dalla fisica: indica il movimento di una molecola in un mezzo
con temperatura uniforme. Bachelier, partendo dall’osservazione di un’analogia tra la diffusione del
calore attraverso una sostanza e il modo in cui oscilla il prezzo di un’azione, ipotizzò che questa
fosse la legge con cui descrivere la variazione dei prezzi. Gli assunti alla base di questa teoria sono i
seguenti:

• indipendenza: ogni variazione positiva o negativa del prezzo è indipendente dalle variazioni
precedenti: qualsiasi informazione utile per prevedere il prezzo di domani è contenuta nel
prezzo di oggi.

• stazionarietà statistica: il processo che genera la variazione dei prezzi resta invariato nel tempo;

• distribuzione normale: le variazioni dei prezzi seguono le proporzioni della curva a campana in
cui le piccole variazioni sono maggiori.
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Pratica. Nella realtà la vita è più complessa. Lo vedremo nel capitolo 4.
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Capitolo 4

Analisi dei dati

Abbiamo detto che il mondo finanziario non segue le regole gaussiane. In questo capitolo vogliamo
convincerci di questo assunto e abbiamo preso in considerazione i dati dell’indice Dow Jones
Industrial Average dal 3 Gennaio 1900 al 30 Settembre 2009 considerando solo gli effettivi giorni di
contrattazione.

Il Dow Jones è un indice creato da Charles Dow negli Stati Uniti per valutare i ritmi di crescita
dell’economia americana e replica l’andamento di un portafoglio composto dalle maggiori 30 imprese
industriali statunitensi, raggruppate in un rapporto pesato in base al loro prezzo.

Oggi l’indice ha perso gran parte dell’importanza originaria perchè il suo limite di considerare
l’andamento di sole 30 aziende non permette una valutazione complessiva del reale andamento
dell’economia americana. Tuttavia, per la sua storia, è ancora tra gli indici più studiati con molta
attenzione.
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Figura 4.1: Questo è il Dow Jones nella sua forma più familiare: i valori effettivi dell’indice dal 1900
al 2009. Si nota soprattutto le crisi del 1987, 2001 e 2008 mentre è ben visibile l’impennata degli
anni Novanta. Tuttavia questo modo di disegnare il Dow Jones fa sembrare che la storia inizi solo
negli anni Ottanta, quando l’indice si lasciò alle spalle il livello 1000.
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Figura 4.2: Variazioni giornaliere dell’indice. Si notano chiaramente i crolli del 1929 e 1987, la grossa
volatilità dei giorni nostri e l’inizio delle due guerre mondiali.
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Figura 4.3: Valori logaritmici giornalieri dell’indice. Questo è un modo alternativo per analizzare i
dati del Dow Jones. I logaritmi trasformano la scala dei dati in modo che nei grafici una variazione
dell’ 1% avvenuta nel 1900 apparirà più o meno come una variazione dell’1 per cento nel 2000. Anche
qui si notano chiaramente i crolli del 1929 e 1987, la grossa volatilità dei giorni nostri e l’inizio delle
due guerre mondiali.

4.1 Non è un mondo gaussiano

Supponendo la gaussianità della finanza moderna, possiamo allora procedere nel trovare i parametri
significativi dell’analisi gaussiana standard:

• media: 0,02;

• varianza: 1,31;

• deviazione standard: 1,15.
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Tuttavia analizzando i dati delle variazioni percentuali giornaliere alla chiusura delle contrattazioni
si nota come i dati in realtà non seguano una curva a campana:
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Figura 4.4: In blu sono riportate le variazioni percentuali, positive e negative, dell’indice, in rosso
la curva a campana corrispondente ad un ipotetica legge gaussiana con media e varianza calcolata
poco fa.

In statistica esiste, inoltre, un criterio numerico per valutare l’accordo tra i dati reali e la curva
a campana: l’indice di curtosi. L’indice vuole sottolineare un allontanamento dalla normalità
distributiva, rispetto alla quale si verifica un maggiore appiattimento (se < 0) o un maggiore
allungamento (se > 0). Avendo un elevato numero di misurazioni la stima è piuttosto attendibile.

Nel nostro caso l’indice di curtosi è stato calcolato pari a 34,92 indicando una curva molto
appuntita con delle code spesse, che si discosta notevolmente dalla curva a campana ipotizzata.
Inoltre, statisticamente parlando, i valori estremi sono enormi. In una normale distribuzione
gaussiana circa il 95% delle misurazioni è inferiore a 2 volte la deviazione standard, mentre il 98%
delle misurazioni risulterebbe inferiore a 3 volte la deviazione standard. Tuttavia, nelle variazioni,
in valore assoluto, del Dow Jones i valori estremi sono enormi. Nella figura proposta di seguito si
nota come alcune misurazioni si discostano di 10 volte dal valore della deviazione standard mentre
alcune si discostano anche di 20 volte: valori in probabilità talmente piccoli che le tabelle gaussiane
non le considerano neanche. Si tratta, quindi, di eventi praticamente impossibili eppure che si sono
verificati più di una volta!
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Figura 4.5: Discostamento delle variazioni dell’indice dalla deviazione standard.
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La curva a campana è assai popolare ma non è l’unico tipo di curva possibile. Possiamo
immaginare un arciere in piedi, di fronte ad un bersaglio dipinto su un muro di lunghezza infinita.
L’arciere è bendato e, di conseguenza tira a caso: la maggior parte delle volte, naturalmente,
mancherà il bersaglio (i tiri che non colpiscono il muro saranno trascurati). Se il nostro arciere
vivesse nel mondo della curva a campana, osserveremo che i tiri registrati sono, per la maggior parte,
vicini al bersaglio e in minima parte molto lontani. Purtroppo il nostro arciere vive in un altro
pianeta, dove i suoi errori non sono lievi: spesso i suoi tiri sono così cattivi che la freccia cade anche
ad un chilometro dal bersaglio. E’ il caso della distribuzione di Cauchy dove un solo tiro sbagliato
pesa di più di tutti i tiri finiti abbastanza vicini al bersaglio. La conseguenza di tutto ciò è che i tiri
non si stabilizzano attorno ad una media prevedibile: il valore atteso è infinito così come la varianza.
È come osservare, per fare un altro esempio, che la storia è modellata e dominata da alcuni grandi
uomini e non da ogni singolo uomo.

In formule si può così tradurre:

• distribuzione gaussiana: f(x) = 1
σ
√

2π
e−

((x−µ)/σ)2

2

• distribuzione di Cauchy: f(x) = 1
π(1+x2)
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Figura 4.6: Confronto, in scala logaritmica, tra le variazioni giornaliere del Dow Jones (in blu) e le
distribuzioni gaussiane (in rosso) e di Cauchy (in giallo). Come si nota, la distribuzione di Cauchy
ha le code più spesse e lunghe rispetto alla distribuzione gaussiana.

In definitiva la curva a campana è egualitaria: ogni dato contribuisce con il suo valore all’insieme
complessivo, ma nessuno potrà imporre il risultato statistico agli altri. La curva di Cauchy è ingiusta
e dittatoriale: i dati molto grandi possono dominare la folla ed in effetti lo fanno.

Possiamo ora essere abbastanza convinti che l’arciere della finanza non vive in un mondo gaussiano.
Tuttavia, perchè si mantengono i vecchi modelli se si basano su delle ipotesi errate e non funzionano
bene? In altri settori scientifici queste teorie sarebbero già state accantonate da un pezzo e non
rattoppate per seguire una legge che si è dimostrata fallimentare. L’abitudine e la comodità sono i
principali imputati della persistenza dell’uso di queste formule: con qualche correzione, ogni tanto,
si ha l’impressione che tutto funzioni.
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4.2 Una legge di Potenza

Nei mercati il tempo è flessibile: è una conseguenza dell’invarianza di scala delle serie dei prezzi
finanziari. I prezzi sono pilotati da piccole e grandi notizie. Può succedere che l’arrivo di notizie
importanti a date scadenze (relazioni mensili delle banche più importanti, dati sull’inflazione,
sull’occupazione ecc. . . ) influiscano notevolmente sui prezzi di determinate azioni. Così pure come
eventi inaspettati possono condizionare il mercato, come lo ha influenzato l’attacco terroristico al
WTC del settembre 2001 dove la borsa di New York chiuse eccezionalmente per 5 giorni riaprendo
con l’indice a -7,5%. Le grandi notizie provocano una grande attività del mercato che si concentra in
piccoli intervalli di tempo ma la loro influenza non si esaurisce a breve termine. Mentre in periodi di
bassa volatilità il tempo contrattuale sembra non trascorrere mai.

Il caso più emblematico riguarda la variazione dei prezzi del cotone. Mandelbrot, lavorando
all’IBM, si accorse che mettendo in scala bilogaritmica la variazione del prezzo del cotone negli
Stati Uniti, il diagramma formava una linea retta. Era lo stesso metodo di lavoro seguito da Pareto
per calcolare la distribuzione della ricchezza nel mondo e da Zipf, in un altro lavoro, che mirava a
contare la ricchezza del vocabolario lessicale di una persona.

Ancora più sorprendente era che la stessa forma, la stessa legge di potenza, la si otteneva
mettendo insieme variazioni giornaliere e mensili. In termini statistici ciò significa che i rischi di un
giorno sono molto simili a quelli di una settimana o in mese o un anno.

Abbiamo provato a cercare una legge di potenza con i dati delle variazioni del Dow Jones e nella
figura seguente riportiamo il risultato per le variazioni giornaliere:
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Figura 4.7: Scala bilogaritmica delle variazioni giornaliere (positive). La legge di potenza trovata
è di ordine 1,78 circa. La distribuzione di Cauchy ha una legge di potenza inferiore ad 1; Pareto,
nel suo grafico della distribuzione del reddito, ha trovato una legge di potenza con esponente pari
a 1,5 mentre il gioco testa-croce ha una legge di potenza con valore pari a 2. Ciò significa che le
variazioni positive dell’indice del Dow Jones corrispondono a qualcosa di intermedio tra la variazione
del reddito di un lavoratore e quella delle vincite di un gioco d’azzardo. Il valore di 1,78 è quello che
ci aspettiamo in quanto il grafico 4.6 è compreso tra le distribuzioni di Cauchy e di Gauss.
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Capitolo 5

Conclusioni

Abbiamo visto, utilizzando il buon senso e una semplice analisi statistica, come il mercato non segua
una legge gaussiana. Si dimostra invece più turbolento del previsto, come il soffiare del vento: una
leggera brezza è paragonabile ai periodi di calma finanziaria, mentre una tempesta o una burrasca a
periodi di grossa volatilità.

Prevedere la turbolenza è difficile e ancora di più è sfruttarla a proprio vantaggio. Le variazioni
selvagge sono incompatibili con la curva a campana e si è inoltre dimostrato come esista una
dipendenza a lungo termine soprattutto dei periodi di grossa volatilità. La turbolenza, si ipotizza
sia dovuta a diversi fattori:

• effetti esogeni (esterni): è una reazione a catena dovuta a fenomeni esterni al mercato azio-
nario. Un esempio potrebbero essere i fenomeni metereologici che influenzano i raccolti e, di
conseguenza, il prezzo delle azioni di aziende del settore agricolo;

• effetti endogeni (interni): ogni azienda è responsabile sul mercato del comportamento delle
azioni ad essa collegate direttamente (patners commerciali) ed indirettamente (come le aziende
della concorrenza). I segnali economici si affievoliscono con il passare del tempo ma potrebbero
volerci giorni, mesi o anni. Esempi significativi si verificano soprattutto nei titoli di aziende
informatiche dove la concorrenza è elevata e buone o cattive notizie fanno rapidamente oscillare
i prezzi.

Battere il mercato forse è impossibile ma un’analisi più attenta, senza preconcetti o dogmi,
potrebbe salvare dalla bancarotta molte persone evitando una gestione scellerata dei loro patrimoni.
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